OSCILLATIONS R.DUPERRAY Lycée F.BUISSON PTSI

MOUVEMENT PERIODIQUE:
LOSCILLATEUR HARMONIQUE

«La pendule indique le moment, mais qu'est-ce qui indique l'éternité 2»
Walt Whitman (1819-1892), poéte et humaniste américain.

| - INTRODUCTION]

Un grand nombre de mouvements se répetent de facon réguliere au cours du temps: les
vibrations d’un cristal de quartz d’une montre, le balancement régulier du pendule d’une horloge
de grand-pere, les vibrations acoustiques produites par un violoncelle, les allers retours d’un
piston de moteur a explosion. Ces types de mouvements, appelés mouvements périodiques ou
oscillation, sont I’objet de ce chapitre.

Un systeme physique sujet a un mouvement périodique posséde toujours une position
d’équilibre. Lorsqu’il est écarté de cette position d’équilibre et ensuite laissé libre, une force de
rappel intervient toujours pour ramener le systeme a sa position d’équilibre. Mais entre-temps,
le systeme a gagné de I’énergie cinétique et va aller plus loin que sa position d’équilibre,
s’arréter quelque part de I'autre co6té de la position d’équilibre pour repartir dans 'autre sens
vers la position d’équilibre et ainsi de suite.

Dans ce chapitre, nous allons concentrer notre étude sur un systeme simple qui exhibe un
mouvement période : le systéme masse-ressort horizontal. Il s’agit d’'un modele physique type
a partir duquel nous allons pouvoir extraire les propriétés physiques et mathématiques
caractéristiques des mouvements périodiques. Dans le cours de physique, nous allons rencontrer

d’autres systémes physiques dont I’évolution temporelle sera périodique.

Il - Description des oscillations

2.1 Création des oscillations

La figure 14.1 ci-contre montre un systéeme masse-

ressort typique que Il'on peut rencontrer en TP. ;gt'i;'nAsyStemthatca“havef’e”(’d’c
L’ensemble est installé sur un dispositif a air pour

Y Equilibrium position

supprimer (en réalité jamais totalement) les frottements :
(spring relaxed)

lors du déplacement de la masse m. Cette derniéere est

attachée a un ressort de masse négligeable qui peut

s’étirer ou se comprimer. La force que va exercer le
ressort sur la masse sera donc la seule force horizontale

considérée. La réaction normale du support et la force de



gravité (le poids de la masse) seront les deux seules
forces verticales et vont se compenser (cf. figure 14.2).

L’évolution temporelle de la position de la masse sera

décrite par la coordonnée x(t). Il est commode pour la

suite de prendre comme origine O la position d’équilibre
de la masse quand le ressort n’est ni comprimé ni étiré.

La masse va étre soumise a la force (horizontale) de

rappel dite élastique du ressort £ que I'on décrira plus

complétement dans le prochain paragraphe. La masse

aura donc une accélération horizontale a_= Fx/m d’apres

la seconde loi de Newton.

Au départ, on écarte la masse d’une position x =A puis
on la lache sans vitesse initiale (figure 14.2 (a) ). Du fait
de la force de rappel élastique du ressort, la masse va étre
« ramenée » vers sa position d’équilibre x =0 (figure 14.2
(b) ). Mais, comme nous l’avons déja indiqué, entre-
temps, le systéme a gagné de I’énergie cinétique et va
aller plus loin que sa position d’équilibre vers la gauche
(figure 14.2 (c) ) et s’arréter de l'autre coté en x=A,

repartir dans |'autre sens a nouveau vers la position

14.2 Model for periodic motion. When
the body is displaced from its equilibrium
position at x = 0, the spring exerts a
restoring force back toward the equilib-
rium position.

C)

x > 0: glider displaced F, < 0,s0a, < 0:
to the right from the
equilibrium position.

stretched spring
pulls glider toward
equilibrium position.
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x = 0: The relaxed spring exerts no force on the
glider, so the glider has zero acceleration.
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x < 0: glider displaced
to the left from the
equilibrium position.

F.>0,s0a, > 0:
compressed spring

pushes glider toward
equilibrium position.

d’équilibre a cause de F_qui a changé de direction entre-
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temps et ainsi de suite.

Si aucune force de frottement n’est présente pour faire diminuer I’énergie mécanique du systeme
masse-ressort, le mouvement d’aller retour de la masse va se répéter indéfiniment, la masse va
osciller ! Il est important de noter que des oscillations se produisent s’il existe une force de

rappel capable de ramener le systéme vers sa position d’équilibre.

2.2 Amplitude, période, fréquence et fréquence angulaire (ou pulsation)

Nous allons définir les grandeurs qui vont nous servir par la suite a décrire de facon qualitative et
mathématique le mouvement périodique.

= L’AMPLITUDE du mouvement notée A. Il s’agit de 'amplitude maximale du déplacement de
la masse par rapport a la position d’équilibre, c’est-a-dire la valeur maximale de ‘x‘ A est donc

une grandeur toujours positive ! Il s’agit d’une longueur qui en Sl s’exprime en metre. Une
vibration compléte ou cycle correspond a un aller-retour complet, de A a —A puis de nouveau

vers A.



= LA PERIODE notée T . Il s’agit de la durée compléte d’un cycle. Il s’agit d’'une grandeur
positive homogene a un temps et qui en Sl s’exprime en seconde (s).
= LA FREQUENCE notée f. Elle indique le nombre de cycles effectués pendant une unité de
temps. Il s’agit d’une grandeur positive homogéne a I'inverse d’un temps et qui en Sl s’exprime
en seconde™ (s'). En I’honneur du physicien Allemand Heinrich Hertz (1857-1894), pionnier
dans I’étude des ondes électromagnétiques, en Sl on utilise le hertz :
lhertz=1Hz=15s"
= LA FREQUENCE ANGULAIRE OU PULSATION notée w correspond a 2z fois la fréquence:
o =2xf . Nous verrons pourquoi @ est une grandeur utile. Elle représente le taux de variation

d’une grandeur angulaire (pas nécessairement liée a une mouvement de rotation), elle s’exprime

donc en radiant par seconde (rad.s™).
A partir des définitions précédentes, on voit que fréquence et période sont inverses l'une de

I’autre. On retiendra donc les relations suivantes :

Fol 7ol et w-22r=-2F
T ' TF T

1l - Oscillateur harmonique: mise en équationl

3.1 Force de rappel élastique : loi de Hooke

Le type d’oscillation le plus simple se produit quand la force de rappel F_ est directement

proportionnelle au déplacement x de la masse par rapport a sa position d’équilibre. Cela se
produit si le ressort est considéré comme idéal, c’est-a-dire vérifiant la loi de Hooke. Dans ce

cas, on retiendra I’expression suivante :

Force de rappel élastique d'un ressort idéal: loi de Hook

(Avec position d'équilibre en x = 0)

F et x sont toujours de signe opposé, il en est ainsi pour que la force soit toujours dirigée vers
la position d’équilibre (cf. figure 14.3). k est la constante de raideur de ressort, elle est toujours
positive et a pour unité des N.m™' ou kg.s?. Elle est propre a chaque ressort suivant sa

géométrie, la nature de son matériau etc...
Il faut garder en téte que la loi de Hook est une bonne approximation de la réalité tant que le

déplacement x de la masse (et donc I’étirement ou la compression du ressort) n’est pas trop
important (cf. figure 14.4). Quand x devient trop importante, la dépendance de F en x n’est

plus linéaire et devient plus compliquée. Nous allons donc nous restreindre dans la suite au
3



cas des petites oscillations autour de la position d’équilibre. Il s’agit d’'un bon modele pour

décrire un grand nombre de phénomeénes physiques comme nous le verrons dans le cours de

physique.
14.3 An idealized spring exerts a 44.4 In most real oscillations Hooke’s
. - = 100 - 1 ?
restoring force that obeys Hooke’s law, law applies provided the body doesn’t
F, = —kx. Oscillation with such a restoring move too far fm_m equilibrium. In such a
force is called simple harmonic motion. £dsy sn'1all-ampl-1tude 0501113“9“ are
approximately simple harmonic.
Restoring force F, : A
Ideal case: The restoring force obeys Hooke’s
x<0 law (F, -kx), so the graph of £, versus x is a
F.>0 straight line.
Restoring force F,
i :
AN
Displacement x SN
) S\ "'Typic.a] rc‘*al case: .'I‘hc
restoring force deviates
x>0 from Hooke’s law ...
El' < 0 R . X
o - ~ 2
: (0] » Displacement x
The restoring force exerted by an idealized ] N i
spring is directly proportional to the .. but Fy = —kxcanbe a S
displacement (Hooke's law, F, = —kx): good approximation to the force ™
the graph of F, versus x is a straight line. if the displacement x is sufficiently small.

3.2 Equation différentielle d’un oscillateur harmonique

Puisque F_=-kx et que par définition a_ Edzx/dtz, la seconde loi de Newton a_ :FX/m donne

I’équation du mouvement de la masse :

Equation différentielle de I'oscillateur harmonique
d’x k

2t

dt° m

x=0

D’un point de vue mathématique, il s’agit d’une équation différentielle d’ordre deux puisque la

dérivée seconde de la fonction X(l’) intervient. Un oscillateur qui vérifie cette équation est dit

HARMONIQUE a cause de la nature particuliére de sa solution comme nous allons le voir. Tous
les mouvements périodiques ne sont pas harmonique. C’est le cas par exemple si F ne vérifie
plus la loi de Hook. Vous apprendrez dans vos cours de physique et de mathématiques que les
mouvements périodiques harmoniques jouent un role essentiel pour tous les autres mouvements
périodiques.

Noter que I’accélération a = d?x/dt? est toujours opposée i la position : a = —(k/m)x.
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3.3 Résolution de I’équation différentielle

Il s’agit a présent de résoudre I’équation différentielle de I'oscillateur harmonique, c’est-a-dire

trouver une fonction x(t) telle que d’x/dt? =—(k/m)x . On peut essayer comme solution une

fonction sinusoidale car si on dérive deux fois une telle fonction, on retombe sur la méme

fonction (au signe prés). On va donc chercher une solution de la forme :
x(t) = Acos(a)t+(o)
On voit déja que A correspond a 'amplitude des oscillations, c’est-a-dire la valeur maximale de

x(t). On va voir gqu’évidemment @ correspond a la pulsation des oscillations d’ou la notation

utilisée. ¢ s’appelle la phase a 'origine car dans le cas général, a t =0, x noté x_, vaut Acos
¢ 0

, hous allons en reparler. Vérifions si cette solution est valable.

v, E% = %[Acos(a)tﬂo)} = —wAsin(a)t+qo)
a = ‘Z;)z( =-0’A cos(a)t+<p)

On reporte dans I’équation différentielle:
2 k k5
- Acos(wt+go)+—Acos(a)t+(o) =0s|—o Acos(a)t+q)) =0
m m

Ainsi notre solution est valable si :

La pulsation dépend donc des caractéristiques physiques de notre systéeme ici kK et m. Pour
d’autres types d’oscillateur, par exemple le pendule simple ou le circuit RC, w aura une autre
expression.

Montrons a présent que w correspond bien a la pulsation telle que nous I’avons introduit dans le

paragraphe 1.2. Par définition de la période T des oscillations :
Acos(a)(t+T)+<p)= Acos(a)t+q))

Or, la fonction cos est périodique de période 2r, il faut donc que w7 =2x. On retrouve donc

[ a):27rf:2—7r J
T

Les figures 14.10 et 14.11 ci-dessous montrent I’évolution temporelle de x suivant différentes

bien les relations du paragraphe 1.2:

valeurs de m, k et ¢ (noté ¢ sur ces schémas)



1) Variations of simple harmonic motion. All cases shown have ¢ = 0 [see Eq. (14.13)].

(4) Increasing m; same A and k (b) Increasing k; same A and m (c) Increasing A; same k and m
Mass m increases from curve Force constant k increases from Amplitude A increases from curve
: ) A e AL S an
| {0 2 to 3. Increasing m alone curve 1 to 2 to 3. Increasing k alone I to 2 to 3. Changing A alone has

X no effect on the period.

\ Increases the period. X decreases the period.
152 3 D02l é
. o0
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14.12 Graphs of (a) x versus ¢, {’ He
(b) vy versus #, and (c) a, versus ¢ MP
for a body in SHM. For the motion
depicted in these graphs, ¢ = /3.

14.11 Variations of SHM: displacement
versus time for the same harmonic oscilla-
tor with different phase angles ¢.

These three curves show SHM with

the same period 7 and amplitude A (@) Displacement x as a function of time ¢
but with different phase angles ¢. -
X Ix—Acos(wt+¢)
604 o k /i
= 7 4, [ | I/\ L ;
arl | |
OO P 7an =t Y
0] ! < i
| |
=i | s
2 | t | | :
I T 8T it (b) Velocity v, as a function of time 7
4 2 4

x = —wA sin (wt + ¢)
A t/\' /‘( |
19) L4 /I ¢
, : . : |
La figure ci contre 14.12 compare I’évolution = el V 1\_/

max
temporelle de la position, de la vitesse et de i 2T

I’accélération de la masse pour une phase a 'lf'ht-, vy-1 graph is shifted by
7 cycle from the x-7 graph,

I’origine donnée.

(©) Acceleration a, as a function of time #

% a, = —w’A cos (wt + )
RN,
a = WA “ \{
max ol \. ,/ I/ 5}
—Qpax = —w?A :.u ' !
i 0

The a -t graph is bhlfl(,d by = cycle from the
U1 gr aph and by 75 cycle nom the x-f graph.



3.4 Conditions initiales

Pour déterminer completement X(t), il reste a trouver 'amplitude A et la phase a I'origine ¢ en

fonction des conditions initiales du systéme physique, c’est-a-dire la position initiale de la

masse notée x, (de combien on tire ou comprime le ressort au départ) et sa vitesse initiale notée

V,,- D’un point de vue mathématique, I'équation différentielle de I'oscillateur harmonique est

d’ordre deux, il faut donc deux conditions initiales pour déterminer x : la valeur de la fonction a

I'instant initial x(t = O) et la valeur de sa dérivée premiere a ce méme instant initial dx/dt)t_0

A t=0, x,=Acosp et v, =-wAsing. En prenant le rapport de ces deux expressions

v —wAsin . ) :
—0x _ —(p’ on obtient I’expression de la phase :

X, Acoso

v
@ = arctan| — —2
X,

On a Acos¢ = x, et Asing = —vOX/co, en prenant le carré de chaque expression et en les ajoutant,

ce la donne A? (coszqo+sin2 (o) = A’ =X +(v§x/w2)car soit :

2

A= |x2 4+ ox
0 2
®

On remarque que si la masse possede a la foi une position initiale et une vitesse initiale non

nulle, Pamplitude A n’est pas égale a x,. En effet, si vous donnez une vitesse initiale non nulle a

la masse, elle va aller plus loin que x, avant de faire demi-tour !

3.5 Résumé des résultats

2
/. Equation différentielle de I'oscillateur harmonique = ZX +w’X = O\

t2

e Solution = x(t) = Acos(a)t + (p)
. . /k
avec dans le cas particulier du systeme {masse+ressort} w=,—
m
2

. L % v
« Conditions initiales = ¢ = arctan| - —2- | et A=,[x} + -

2

9 ox, > p




La figure 14.13 ci-contre compare I'évolution de la 44 49 How x-velocity v, and
i X

vitesse et de 'accélération de la masse durant une x-acceleration a, vary during one cycle

période d’oscillation. of SHM.
=En x=0 la vitesse en maximale. Par contre,

VAWM

I’accélération est nulle. En effet FX=—kx:O donc WS e

a =0, le ressort n’est ni comprimé ni étiré.

=En x=xA la vitesse s’annule, la masse change S
de direction, on parle de points de

rebroussement. Par contre, [’accélération est

ressort est dans son état de compression ou

1
|

i

[

. . u
maximale. En effet ‘Fx‘zkA est maximale, le i
x

|

1

|

d’étirement maximal. v, =
|
L __@E>
| U, =i
On remarque que si la masse posséde a la fosi une [i_}
position initiale et une vitesse initiale non nulle, ™y, =0
|
’amplitude A n’est pas égale a x,. En effet, si ;
. S N 1
vous donnez une vitesse initiale non nulle a la [
|
masse, elle va aller plus loin que x, avant de faire :
L
demi-tour ! {
i
IV - Etude énergétique
Pour finir, nous allons étudier I'oscillateur harmonique sous l’approche énergétique. Il est

toujours riche et instructif d’étudier un systeme physique sous son approche énergétique, il
s’agit méme souvent de I’étude la plus riche.
Nous étudierons en détail I'aspect énergétique des systemes en mécanique et en

thermodynamique plus tard mais vous savez déja, depuis la terminale, que le systeme

{ressort—masse} posseéde :

= UNE ENERGIE CINETIQUE liée a la vitesse de déplacement de la masse et qui vaut :




Exercice d’application

Une masse de 0,5 kg est attachée a un ressort horizontal idéal, on néglige la présence des

frottements. La masse complete une oscillation en 2,00 s. L’amplitude des oscillations vaut 0,40
m. A I'instant initial, la masse est lachée sans vitesse.

a) Déterminer la période T, la fréquence f et la fréquence angulaire @ des oscillations.

b) Déterminer la constante de raideur k du ressort.

c) Déterminer la phase ¢ des oscillations.

d) Déterminer x(t) quand x =0 est la position d’équilibre du systéme (ressort-masse).
e) Déterminer v_ (t) et la vitesse maximale.

f) Déterminer a_ (t) et 'accélération maximale.




= UNE ENERGIE POTENTIELLE liée a la présence de la force de rappel élastique du ressort. Le
ressort, lorsqu’il est comprimé ou étiré peut «stocker» de I’énergie qui peut étre
« potentiellement » convertie en une autre forme d’énergie, en I'occurrence ici cinétique. Cette
énergie dépend non pas de la vitesse de la masse mais de sa position, car elle est lié a la
compression ou a I’étirement du ressort. Nous justifierons plus tard I’expression de I’énergie

potentielle de la force de rappel, nous allons pour I'instant admettre le résultat suivant :

Il n’y a aucune force de frottement prise en compte dans I’étude de notre oscillateur, cas idéal,
on s’attend donc a ce que I’énergie mécanique du systeme définie comme la somme de son
énergie potentielle et de son énergie cinétique doit étre une grandeur conservée, c’est-a-dire

une constante au cours du temps. Nous allons montrer cela.
E —F +E =2mv?+1k
m p c 2 X 2
1 . 2 1 2
=5m[—wAsm(wt+q>)} +Ek[Acos(wt+go)}

= %kAZSinz((X)t-f'(p)‘l'%kAz cos’ (wt+<p) car o=+\k/m

_ Ll
2

On voit donc que I’énergie mécanique est une constante et est proportionnelle au carré de

I’amplitude :

E = 1mv2 +1kx2 = lkA2 = constante
mo 2 x 2 2

Notons les observations suivantes :

= E_et Ep sont des fonctions périodiques, toujours positives, de période T/2 a cause du carré

dans sin et cos.

= E_et Ep sont en opposition de phase, quand I'une est maximale, I’autre est minimale

= Le systeme posséde une énergie purement potentielle en x=+tA et une énergie

purement cinétique quand la masse passe a la position d’équilibre en x =0.

La figure 14.10 montre I’évolution de Ep en fonction de x qui est une fonction parabolique. La
figure 14.11 montre les évolutions de Ep, E et de x en fonction du temps. Enfin, la figure

14.14 montre I’échange entre E, (notée U sur la figure) et E_ (notée K sur la figure) en fonction

du déplacement de la masse.
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FIGURE 14.10 The energy is transformed
between kinetic energy and potential
energy as the object oscillates, but the
mechanical energy E = K + U doesn’t
change.

Energy is transformed between
kinetic and potential, but the total

mechanical energy £ doesn’t change.

: i E=im?+ i?
OF LU 2 Hegn

T I 1 T X

—A 0 5 A
| 1
. g
| I

(b) : ' Potential-
| Energy | energy
! | curve
i 4
\ /
2 /
: Total !
| energy / |
Turning : e : Turning
point \: | point

I i/
T E) T X

—A S0 A
o S o
E Energy hereis

purely kinetic.

Energy‘ here is purely pétential.

A Graphs of E, K, and U versus displacement in SHM. The velocity of the body is ot constant, so these images of the body at

upaced positions are not equally spaced in time.

) =
Ay = Omax Ay = 3 Amax
T s

=+ (3
U T \/; Umax
~afmameonas

FIGURE 14.11 Kinetic energy, potential
energy, and the total mechanical energy
for simple harmonic motion.

_The total mechanical
< energy E is constant.

Energy Potential energy
/ Kinetic energy
o

7%

Position

%y = ~Cmax
~mtessetrmia

E=K+ U

[ is all potential E is partly potential,

energy. partly kinetic
energy.

E is all kinetic E is partly potential,
energy. partly kinetic energy.

ko[
A

ELK+

E is all potential

EZK+ U

energy.
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