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FORCEES ET

ONS
E EN MECANIQUE

Rappel : ce que I’'on a déja étudié en mécanique au cours de cette année scolaire :
- La cinématique.

- La dynamique du point en référentiel galiléen.

- Puissance et énergie en référentiel galiléen.

- Les oscillateurs mécaniques libres.

Nous allons continuer notre étude de l'oscillateur harmonique dans le cadre de la mécanique.
Cette fois, ce dernier va étre soumis a une excitation extérieure. Nous allons restreindre notre
étude au cas d’une excitation sinusoidale, on dit aussi harmonique (nous verrons pourquoi).
Nous suivons la méme démarche qu’en électrocinétique ; apres I’étude des régimes libres, nous
avons étudié les régimes forcés. Il existe une tres forte analogie entre I’étude d’un circuit RLC en
régime forcé et I’étude d’un oscillateur linéaire soumis a une excitation harmonique : les deux
systemes sont régis par la méme équation différentielle du second ordre.

Le mouvement d’un pendule d’une horloge de grand-meére, le mouvement d’un enfant que I'on
pousse sur une balancoire, le mouvement d’un amortisseur de voiture sur une route en mauvais
état, I’oscillation d’un électron atomique soumis a un champ électrique sont quelques exemples

d’oscillations forcées.

| - Modéle mécanique
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Systeme étudié : la bille de masse m assimilée a un point ponctuel dans le référentiel galiléen
du laboratoire.

Bilan des forces :

— le poids de la bille m§
— la poussée d'Archimede f,

— force de rappel élastique du ressort f, = —k(/ -/ )u_avec /  longueur a vide
et k constante de raideur

— frottements fluides I?V =-hxu avech coefficient de frottement fluide

Application du principe fondamental de la dynamique (PFD) :

ma—mg+F +f +F

Projection sur Ox (mouvement a une dimension) :

mx:mg+fA—k(£—£0)—hx

Nous allons utiliser la situation au repos (équilibre) pour éliminer le poids et la poussée

d’Archimede. En effet, au repos, O=A,on a:

0=mg+fA—k(€eq—€O) et€=66q+x(t)—xA(t)

mx:mg+fA—k(€—€0)—hx
- O:mg+fA—k(£eq—£0)

mx:—k(ﬂ—éeq)—hx

Cette équation différentielle s’écrit :

d’°x(t) pdx(t) &k k
dt£)+E d£)+EX(t) m )

On fait apparaitre les grandeurs suivantes :

k . R
w, = ,/— = pulsation propre du systeme
m
mw , .
Q= > 0 = facteur de qualité du systeme

On écrit alors I’équation différentielle en x(t) sous la forme canonique suivante :

d*x(t dx(t
—dtg ) + %# + wozx(t) = 0,X, (t)

Le second membre de cette équation n’est pas nul a cause du terme d’excitation. On retrouve le

méme type d’équation différentielle qu’en électrocinétique dans I’étude des régimes forcés.



Il - Réponse a une excitation sinusoidale

2.1 Régime libre, transitoire et forcé

La solution de I’équation différentielle est la somme de deux termes :
x(t) = xo(l“)+x1 (t) avec :
X, (t) = solution générale de I’équation sans second membre = solution du régime libre,

X, (t) = solution particuliere de I’équation avec second membre = solution du régime forcé.

Quand l'oscillateur est amorti, son régime libre décrit par X, (t) disparait avec le temps. Au bout

de quelques 7=m/h (durée qui caractérise le régime transitoire), seul persiste le régime forcé

x, ().

Nous avons déja étudié le régime transitoire dans un chapitre précédent de mécanique. Je vous

rappelle que suivant la valeur du facteur de qualité, il existe trois types de régimes. Si Q >1/2 il
s’agit du régime pseudo périodique, si Q <1/2 du régime apériodique et si Q =1/2 du régime
critique. Dans les trois cas, xo(t) — 0 au bout de quelques 7.

Notre objectif a présent est de trouver x; (t) qguand l’excitation est sinusoidale, chose que I'on a

déja faite en électrocinétique. A présent, nous allons uniquement nous intéresser au régime

permanent x(t) = X, (t)

2.2 Additivité des réponses. Analyse de Fourier

L’équation différentielle du mouvement que I’on doit étudier est linéaire. Cela signifie que si

X, (t) est la réponse a une excitation xA,.(t) alors x(t) = in (t) a pour réponse X, (t) = ZXAi(t)'

Nous allons étudier la réponse a une excitation de la forme x, (t)zX0 cos(cot). D’apres ce que

nous avons vu en électrocinétique, nous devons chercher la solution (solution particuliere de

I’équation différentielle) sous la forme x(t)zxmcos(a)t+go), ce qui revient a déterminer

I’amplitude du mouvement X et sa phase ¢.

Vous verrez en PT (en mathématiques et en physique), que n’importe quelle fonction périodique
du temps de période T (c'est-a-dire f(t)z f(t+T)) peut s’écrire comme une somme (infinie) de
fonctions sinusoidales (c'est-a-dire harmoniques). Ainsi, si je connais la réponse de mon
systeme a une excitation sinusoidale, je connais la réponse de ce dernier a n'importe quelle
excitation périodique par linéarité.

On voit des lors I'intérét d’étudier la réponse a une excitation sinusoidale.




2.3 Résolution

L’équation différentielle s’écrit avec I’excitation sinusoidale :
2
dX(t)+&dX(t)
> Q dt

2 _ 2
+w, x(t) =0,"X, cos(wt)
On cherche la solution sous la forme x(t)zxm cos(a)t+go). Il faut donc trouver I'amplitude du

mouvement X et sa phase ¢ . Comme cela a été fait en électrocinétique, nous allons utiliser la

méthode des complexes et travailler avec les amplitudes complexes :
X, (t) =X, cos(a)t) - é =X,
x(t) =X_ cos(cot+<p) - X=X e
d ,
—| ) xjo
il )=xie()

L’équation différentielle devient une équation algébrique complexe :
ZX wO H X Zx_ 2X

- _+61w_+w0 X=w,X,

o, . . .
o -0°'X e+ 2L joX e’ +w’X e’ =w X
m Q m 0 m 0 0

Cela nous donne :

. X w
X e = —0% avecu=—

(1—u2)+iu @o

Q

On reconnait un filtre passe-bas d’ordre 2. En effet on peut faire apparaitre une fonction de

transfert mécanique ﬂ(jw)sK/XA:Xme”’/Xo par analogie avec ce qui a été fait en

électrocinétique.

Ill - Réponse harmonique en élongationl

3.1 Réponse harmonique en élongation

En mécanique, il n’est pas d’usage de travailler en échelle log et en décibel.

Par égalité des modules, on a :

e basse fréquence o <o, u<l X - X,
e haute fréquence w>w, u>1 X —0

On cherche u, (ou w, la pulsation de résonance) pour laquelle X est maximale (notée X ™).

2
X est maximale quand g(u) = (1—u2)2 +{%j est minimale.
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:2(1—u2)(—2u)+2§=0<:>u2=1—212 soit u = 1—2
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X, est maximale quand o, = o, 1—% si Q> i Il y a résonance en élongation.
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On notera I’analogie suivante (voir partie V) :

Dans ce cas Xn”j‘“ =

Résonance en élongation < Résonance en tension aux bornes de C (RLC série)|

Ci-dessous est représenté X—’" en fonction de la pulsation réduite u et pour différents facteurs
0

de qualité Q.

>

s

Quand le facteur de qualité devient important, 'amplitude X _ peut prendre des valeurs tres

importantes. Dans le cas de systémes mécaniques, cela peut entrainer la destruction du systéme
(cf illustrations de la figure suivante). De plus, dans le cas mécanique, pour de tres fortes

élongations, le modele linéaire de la force de rappel élastique n’est plus valable.



FIGURE 14-25 (a) Large-amplitude
oscillations of the Tacoma Narrows

Bridge, due to gusty winds, led to its
collapse (1940). (b) Collapse of a
freeway in California, due to the 1989
earthquake.

A2

FIGURE 14-24 This goblet breaks
as it vibrates in resonance to a
trumpet call.

(b)

3.2 Réponse en phase

L’égalité des phases donne :

J u N N . .
p=argl —2—— |=—arg| (1-v* +—u]:—arctan[—] a . +m pres suivant le signe de
(( ) Q Q(l-u?)

(1—u2).
e basse fréquence w—-0 u—0 ¢ —0 (ici (1—u2) est positif)

. - X . o
o haute fréquence w -~ u—e~ X e”=-— donce=-x (i (1 - uz) est négatif)
u

eu=1 X e”=-jQX, donC(pz—%



Ci-dessous est représenté ¢ en fonction de la pulsation réduite u et pour différents facteurs de
qualité Q.
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IV - Réponse harmonique en vitesse

dx(t)
d

donne :

On s’intéresse désormais a la réponse en vitesse du systéme. La vitesse v(t) est de la forme
v(t)=Vmcos(a)t+t//). Comme v(t) = "

, on a en notation complexe: V= jwX. Cela nous

Q .
(1—u2)+iu

J
—u
Ve = joX, e’ = QX,0,

On reconnait un filtre passe-bande d’ordre 2. En effet, on peut faire apparaitre une fonction de
transfert meécanique ﬂ(ja)) = Z/XA = Vmef‘"/X0 par analogie avec ce qui a été fait en
électrocinétique.

4.1 Réponse en amplitude

Par égalité des modules, on a :

Qlc

V., = QX 0,

1
Z—QXOa)O
2 (u
1-uv°) +| = 1+Q2[
ferefe]
e basse fréquence

o—>0 u->0 V >0
e haute fréquence w — «

U—> oo

Vm—>0
eu=1 V =V ™ =QX o,



Quand o = o, = ®_ et ceci pour tout Q,. Il y a résonance en vitesse.

max __
Dans ce cas V™ = QXOwO.

On notera I’analogie suivante (voir partie V) :

Résonance en vitesse < Résonance en intensité (RLC série)|

Quand Q augmente, la résonance est de plus en plus marquée.

Ci-dessous est représenté ”’X en fonction de la pulsation réduite v et pour différents
®

facteurs de qualité Q.
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4.2 Réponse en phase

L’égalité des phases donne : v = %+(p.

) T
e basse fréquence w—-0 u—->0 yv— =

, T
e haute fréquence W > U—> o Y —-=

2
.u:]_ w:wo ]/j:o

Ci-dessous est réprésenté v en fonction de la pulsation réduite u et pour différents facteur de

qualité Q.
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V - Impédance mécanique

Toujours par analogie avec les systémes électriques, on peut définir une impédance complexe

Z (en N.m™.s) 55 excitation du systeme

réponse du systeme

A partir de

avec F I'amplitude complexe associée a force d’excitation et V I'amplitude associée a la vitesse
I’équation

différentielle m dzx(t) dx(t)

e +h ot +kx(t):kxA(t):f(t), on a en
représentation complexe (—mco2 +k+jhco))_( = F . En utilisant V = joX, on obtient :

Z =h+j [ma)—ﬁ}:Zmej“’z
®

La notion d’impédance est trés générale en physique.




VI -Analogie électromécanique

I y a analogie entre deux systemes physiques s’ils sont régis par les mémes équations

différentielles.

ELECTROCINETIQUE

MECANIQUE

—(((((O— °
L R |
e(t) c a(t)
1Ie T8
®
x(t)
dzq(t) dq(t) 1 dzx(t) dx(t)
L + t)=el(t h kx|t)=kx [t
dtz dt q( ) ( ) dtz + dt + ( ) A( )
Charge g Elongation x
Intensité /:% Vitesse v=d—X
dt d
f.e.m e(t) Force d’excitation k x, (t)
Résistance R Coefficient d’amortissement h
L m
1 Raideur k
C
= Lﬂ mﬂ (homogene a une force)
dt dt
N =1Li2 E =lmv2
magnétique 2 c 2
q kx (homogéne a une force)
u ==
¢ C
2
= lq_ E = lk XZ
condensateur 2 C p 2
u,=Ri hv (homogene a une force)
P=RP P=hv?
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